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Matemáticas II. Cataluña 2022, Convocatoria extraordinaria

Série 3

Ejercicio 1. Geometría

El poste central que sostiene la lona de la carpa de un circo se sitúa perpendicularmente sobre
el plano de un suelo cuya ecuación es π : x − z = 6. Sabemos que la cúpula de la carpa (el
punto más alto por donde pasa el poste) está en el punto de coordenadas P = (30, 1, 0).

a) Calcule la ecuación paramétrica de la recta que contiene el poste.
b) Calcule las coordenadas del punto de contacto del poste con el suelo, y la longitud del

poste.

Solución:

a) Calcule la ecuación paramétrica de la recta que contiene el poste.

La recta que contiene el poste, llamémosla r, pasa por el punto P (30, 1, 0) y es perpendicular al plano
del suelo π : x− z = 6.
El vector director de la recta r, v⃗r, será el vector normal del plano π, n⃗π.
La ecuación del plano es x+ 0y − z − 6 = 0, por lo que su vector normal es n⃗π = (1, 0,−1).
Por tanto, v⃗r = (1, 0,−1).
Con el punto P (30, 1, 0) y el vector director v⃗r = (1, 0,−1), la ecuación paramétrica de la recta es:

r ≡


x = 30 + λ

y = 1

z = −λ

La ecuación paramétrica de la recta es


x = 30 + λ

y = 1

z = −λ

con λ ∈ R.

b) Calcule las coordenadas del punto de contacto del poste con el suelo, y la longitud del
poste.

El punto de contacto del poste con el suelo, llamémoslo Q, es la intersección de la recta r y el plano π.
Para encontrarlo, sustituimos las ecuaciones paramétricas de r en la ecuación del plano π:

(30 + λ)− (−λ) = 6

30 + λ+ λ = 6

30 + 2λ = 6 =⇒ 2λ = −24 =⇒ λ = −12.

Ahora sustituimos el valor de λ = −12 en las ecuaciones de la recta para hallar las coordenadas del
punto Q:

Q = (30 + (−12), 1,−(−12)) = (18, 1, 12).

La longitud del poste es la distancia entre el punto P (30, 1, 0) y el punto Q(18, 1, 12).

Longitud = d(P,Q) = |Q⃗P | =
√
(30− 18)2 + (1− 1)2 + (0− 12)2

=
√
122 + 02 + (−12)2 =

√
144 + 144 =

√
288 =

√
144 · 2 = 12

√
2.
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El punto de contacto es Q(18, 1, 12) y la longitud del poste es 12
√
2 unidades.
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Ejercicio 2. Análisis

Considere la función f(x) = 9
x2+x−2

.

a) Determine el dominio, las posibles asíntotas, los extremos relativos y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de la función.

b) Calcule la ecuación general de la recta tangente a la función f(x) en el punto de abscisa
x = 4. Represente en un mismo gráfico la función f(x) y la recta tangente.

Solución:

a) Determine el dominio, las posibles asíntotas, los extremos relativos y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de la función.

Dominio:
El dominio son todos los números reales excepto aquellos que anulan el denominador.

x2 + x− 2 = 0 =⇒ x =
−1±

√
1−4(1)(−2)

2 = −1±3
2 .

Las raíces son x1 = 1 y x2 = −2.
Dominio: D = R \ {−2, 1}.

Asíntotas:
– Verticales: Hay posibles asíntotas en x = −2 y x = 1.

lim
x→−2

9

x2 + x− 2
=

9

0
= ∞ (A.V. en x = −2)

lim
x→1

9

x2 + x− 2
=

9

0
= ∞ (A.V. en x = 1)

– Horizontales:
lim
x→∞

9

x2 + x− 2
= 0. (A.H. en y = 0)

Monotonía y Extremos Relativos:
Calculamos la primera derivada: f(x) = 9(x2 + x− 2)−1.

f ′(x) = −9(x2 + x− 2)−2(2x+ 1) =
−9(2x+ 1)

(x2 + x− 2)2
.

Igualamos a cero: −9(2x+ 1) = 0 =⇒ 2x+ 1 = 0 =⇒ x = −1/2.

Estudiamos el signo de f ′(x) en los intervalos definidos por el punto crítico y las asíntotas.

Intervalo (−∞,−2) (−2,−1/2) (−1/2, 1) (1,+∞)
Signo f ′(x) + + − −

Comportamiento ↗ ↗ ↘ ↘

La función es creciente en (−∞,−2) ∪ (−2,−1/2) y decreciente en (−1/2, 1) ∪ (1,∞).

En x = −1/2 la función pasa de crecer a decrecer, por lo que hay un máximo relativo.

f(−1/2) = 9
(−1/2)2+(−1/2)−2 = 9

1/4−1/2−2 = 9
−9/4 = −4.

El máximo está en (−1/2,−4).
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Dominio: R \ {−2, 1}. A.V.: x = −2, x = 1. A.H.: y = 0.
Creciente en (−∞,−2) ∪ (−2,−1/2). Decreciente en (−1/2, 1) ∪ (1,∞).
Máximo relativo en (−1/2,−4).

b) Calcule la ecuación general de la recta tangente a la función f(x) en el punto de abscisa
x = 4. Represente en un mismo gráfico la función f(x) y la recta tangente.

La ecuación de la recta tangente es y − f(4) = f ′(4)(x− 4).
– f(4) = 9

42+4−2 = 9
18 = 1

2 . El punto es (4, 1/2).
– f ′(4) = −9(2(4)+1)

(42+4−2)2 = −9(9)
182 = −81

324 = − 1
4 .

Ecuación punto-pendiente: y − 1
2 = − 1

4 (x− 4).
Multiplicamos por 4 para eliminar denominadores: 4y − 2 = −1(x− 4) =⇒ 4y − 2 = −x+ 4.
La ecuación general es: x+ 4y − 6 = 0.

La ecuación general de la recta tangente es x + 4y − 6 = 0.

4

https://mentoor.es


Matemáticas II. Cataluña 2022, Convocatoria extraordinaria

Ejercicio 3. Álgebra

Considere la matriz A =

 1 a 3
2a 5 3a
7 4a 9

, que depende del parámetro a.

a) Calcule el rango de la matriz A para los diferentes valores del parámetro a.

b) Si X =

x
y
z

, resuelva la ecuación matricial siguiente:

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 · X =

0
0
0

.

Solución:

a) Calcule el rango de la matriz A para los diferentes valores del parámetro a.

El rango de la matriz A será 3 si su determinante es distinto de cero.

|A| = 1(45− 12a2)− a(18a− 21a) + 3(8a2 − 35)

= 45− 12a2 − a(−3a) + 24a2 − 105

= 45− 12a2 + 3a2 + 24a2 − 105

= 15a2 − 60

Igualamos el determinante a cero: 15a2 − 60 = 0 =⇒ 15a2 = 60 =⇒ a2 = 4 =⇒ a = ±2.

Caso 1: a ̸= 2 y a ̸= −2 En este caso, |A| ≠ 0, por lo que Rg(A) = 3.

Caso 2: a = 2 A =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

. El determinante es 0. El menor
∣∣∣∣1 2
4 5

∣∣∣∣ = 5 − 8 = −3 ̸= 0. Por

tanto, Rg(A) = 2. (Notar que F3 = 2F2 − F1).

Caso 3: a = −2 A =

 1 −2 3
−4 5 −6
7 −8 9

. El determinante es 0. El menor
∣∣∣∣ 1 −2
−4 5

∣∣∣∣ = 5−8 = −3 ̸= 0.

Por tanto, Rg(A) = 2.

Si a ∈ R \ {−2, 2} =⇒ Rg(A) = 3.
Si a = −2 o a = 2 =⇒ Rg(A) = 2.

b) Si X =

x
y
z

, resuelva la ecuación matricial siguiente:

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 · X =

0
0
0

.

La ecuación corresponde al sistema homogéneo:
x+ 2y + 3z = 0

4x+ 5y + 6z = 0

7x+ 8y + 9z = 0

La matriz de coeficientes es la matriz A del apartado anterior para a = 2. Sabemos que su rango es 2,
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por lo que el sistema es Compatible Indeterminado.

La tercera ecuación es combinación lineal de las dos primeras (F3 = 2F2 − F1), por lo que podemos
eliminarla. {

x+ 2y + 3z = 0

4x+ 5y + 6z = 0

Hacemos un cambio de variable, sea z = λ.{
x+ 2y = −3λ

4x+ 5y = −6λ

Multiplicamos la primera por -4: −4x− 8y = 12λ. Sumamos a la segunda: −3y = 6λ =⇒ y = −2λ.

Sustituimos en la primera: x+ 2(−2λ) = −3λ =⇒ x− 4λ = −3λ =⇒ x = λ.

La solución es X =

 λ
−2λ
λ

 para todo λ ∈ R.

6

https://mentoor.es


Matemáticas II. Cataluña 2022, Convocatoria extraordinaria

Ejercicio 4. Análisis

a) Considere la función f(x) =

{
ln(x), si x ∈ (0, e)

ax + b, si x ∈ [e, 4)
, donde a y b son números reales.

Encuentre el valor de a y de b para que la función sea continua y derivable en el intervalo
(0, 4).

b) Calcule la función g(x) que satisface g′(x) = x3

9x4+1
y que pasa por el punto (0, -1).

Solución:

a) Encuentre el valor de a y de b para que la función sea continua y derivable en el intervalo
(0, 4).

El único punto donde puede haber problemas de continuidad o derivabilidad es en x = e.
Continuidad en x = e:
Los límites laterales deben ser iguales a f(e).

– limx→e− f(x) = limx→e− ln(x) = ln(e) = 1.
– limx→e+ f(x) = limx→e+(ax+ b) = ae+ b.
– f(e) = ae+ b.

Para que sea continua, ae+ b = 1 (E1).

Derivabilidad en x = e:
Las derivadas laterales deben ser iguales.

f ′(x) =

{
1/x, si x ∈ (0, e)

a, si x ∈ (e, 4)

– f ′(e−) = limx→e− 1/x = 1/e.
– f ′(e+) = limx→e+ a = a.

Para que sea derivable, a = 1/e.

Sustituimos a = 1/e en la ecuación de continuidad (E1):

(1/e)e+ b = 1 =⇒ 1 + b = 1 =⇒ b = 0.

Los valores son a = 1/e y b = 0.

b) Calcule la función g(x) que satisface g′(x) = x3

9x4+1
y que pasa por el punto (0, -1).

Para encontrar g(x), integramos g′(x):

g(x) =

∫
x3

9x4 + 1
dx.

Esta integral es de tipo logarítmico. Hacemos un cambio de variable:
Sea u = 9x4 + 1, entonces du = 36x3dx =⇒ x3dx = du

36 .

∫
1

u

du

36
=

1

36

∫
1

u
du =

1

36
ln |u|+ C.
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Deshaciendo el cambio:

g(x) =
1

36
ln(9x4 + 1) + C.

(No es necesario el valor absoluto ya que 9x4 + 1 es siempre positivo).

Ahora usamos la condición de que pasa por el punto (0,−1) para hallar C.

g(0) = −1 =⇒ 1

36
ln(9(0)4 + 1) + C = −1

1

36
ln(1) + C = −1 =⇒ 0 + C = −1 =⇒ C = −1.

La función es g(x) =
1

36
ln(9x4 + 1) − 1.
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Ejercicio 5. Álgebra

Sea la matriz A =

 a a 0
2 a + 1 a − 1

2a + 1 0 −a − 3

, en que a es un parámetro real.

a) Calcule los valores del parámetro a para los cuales la matriz A es invertible.

b) Para el caso a = 3, resuelva la ecuación A · X = B − 3I, en que B =

4 0 0
0 4 0
0 0 4

.

Solución:

a) Calcule los valores del parámetro a para los cuales la matriz A es invertible.

Una matriz es invertible si y solo si su determinante es no nulo.

|A| = a((a+ 1)(−a− 3)− 0)− a(2(−a− 3)− (a− 1)(2a+ 1)) + 0

= a(−a2 − 4a− 3)− a(−2a− 6− (2a2 − a− 1))

= −a3 − 4a2 − 3a− a(−2a2 − a− 5)

= −a3 − 4a2 − 3a+ 2a3 + a2 + 5a

= a3 − 3a2 + 2a = a(a2 − 3a+ 2) = a(a− 1)(a− 2).

El determinante es cero si a = 0, a = 1 o a = 2. Por lo tanto, la matriz A es invertible para todos los
demás valores reales de a.

A es invertible si a ∈ R \ {0, 1, 2}.

b) Para el caso a = 3, resuelva la ecuación A · X = B − 3I, en que B =

4 0 0
0 4 0
0 0 4

.

Para a = 3, el determinante es |A| = 3(3− 1)(3− 2) = 6 ̸= 0, por lo que A es invertible.

La ecuación es A ·X = B − 3I. La matriz B es B = 4I.
Sustituyendo: A ·X = 4I − 3I =⇒ A ·X = I.
Para despejar X, multiplicamos por la izquierda por A−1:

A−1 ·A ·X = A−1 · I =⇒ X = A−1.

La solución es la matriz inversa de A para a = 3.

Para a = 3, la matriz es A =

3 3 0
2 4 2
7 0 −6

.

Calculamos la inversa por el método de los adjuntos: A−1 = 1
|A|Adj(A)t.
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Adj(A) =



∣∣∣∣4 2
0 −6

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣2 2
7 −6

∣∣∣∣ ∣∣∣∣2 4
7 0

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣3 0
0 −6

∣∣∣∣ ∣∣∣∣3 0
7 −6

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣3 3
7 0

∣∣∣∣∣∣∣∣3 0
4 2

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣3 0
2 2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣3 3
2 4

∣∣∣∣

 =

−24 26 −28
18 −18 21
6 −6 6

 .

Adj(A)t =

−24 18 6
26 −18 −6
−28 21 6

 .

X = A−1 = 1
6

−24 18 6
26 −18 −6
−28 21 6

 =

 −4 3 1
13/3 −3 −1
−14/3 7/2 1

 .

X =

 −4 3 1
13/3 −3 −1
−14/3 7/2 1


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Ejercicio 6. Geometría y Análisis

La imagen siguiente muestra dos paredes perpendiculares de una sala... una pared está en el
plano y = 0 y la otra en el plano x = 0. En el punto A = (2, 0, 2) queremos colgar un altavoz
conectado a un equipo de so, situado en la otra pared, en el punto B = (0, 2, 1). La conexión
se hará mediante un cable que pase por el punto C = (0, 0, h), situado en la recta vertical de
intersección de las dos paredes. Queremos una instalación con el mínimo de cable posible.

a) Compruebe que la longitud total del cable necesario, en función de la altura h por donde
ha de pasar el cable en el eje vertical OZ, viene dada por la expresión

L(h) =
√
h2 − 4h + 8 +

√
h2 − 2h + 5

b) Calcule las coordenadas del punto C por donde ha de pasar el cable para que la longitud
del cable sea mínima. Calcule esta longitud mínima del cable.

Solución:

a) Compruebe que la longitud total del cable necesario, en función de la altura h por donde
ha de pasar el cable en el eje vertical OZ, viene dada por la expresión

L(h) =
√

h2 − 4h + 8 +
√

h2 − 2h + 5

La longitud total del cable es la suma de las distancias del segmento AC y el segmento CB.

L(h) = d(A,C) + d(C,B)

Calculamos cada distancia usando la fórmula d =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

Distancia de A(2, 0, 2) a C(0, 0, h):

d(A,C) =
√
(0− 2)2 + (0− 0)2 + (h− 2)2 =

√
(−2)2 + 02 + (h− 2)2 =

√
4 + h2 − 4h+ 4 =

√
h2 − 4h+ 8.

Distancia de C(0, 0, h) a B(0, 2, 1):

d(C,B) =
√

(0− 0)2 + (2− 0)2 + (1− h)2 =
√

02 + 22 + (1− h)2 =
√
4 + 1− 2h+ h2 =

√
h2 − 2h+ 5.

Sumando ambas distancias, obtenemos la expresión para la longitud total del cable:

L(h) =
√
h2 − 4h+ 8 +

√
h2 − 2h+ 5.

Queda comprobada la expresión.
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La expresión queda demostrada sumando las distancias d(A,C) y d(C,B).

b) Calcule las coordenadas del punto C por donde ha de pasar el cable para que la longitud
del cable sea mínima. Calcule esta longitud mínima del cable.

Para minimizar L(h), calculamos su derivada L′(h) y la igualamos a cero.

L′(h) =
2h− 4

2
√
h2 − 4h+ 8

+
2h− 2

2
√
h2 − 2h+ 5

=
h− 2√

h2 − 4h+ 8
+

h− 1√
h2 − 2h+ 5

.

Igualamos a cero:

h− 2√
h2 − 4h+ 8

+
h− 1√

h2 − 2h+ 5
= 0 =⇒ 2− h√

h2 − 4h+ 8
=

h− 1√
h2 − 2h+ 5

Elevamos al cuadrado ambos lados:

(2− h)2

h2 − 4h+ 8
=

(h− 1)2

h2 − 2h+ 5

(h2 − 4h+ 4)(h2 − 2h+ 5) = (h2 − 2h+ 1)(h2 − 4h+ 8)

Expandiendo (o por simple inspección geométrica de "desdoblar" las paredes), se llega a la solución.
La forma más sencilla es notar que la igualdad de las pendientes se cumple si 2 − h = k(xA − xC) y
h− 1 = k(zC − zB) en un plano 2D. Esto lleva a:

(2− h)2(h2 − 2h+ 5) = (h− 1)2(h2 − 4h+ 8)

Tras expandir y simplificar esta ecuación polinómica se obtiene:

9h2 − 24h− 12 = 0 =⇒ 3h2 − 8h− 4 = 0

Esto parece demasiado complejo. La solución geométrica es más elegante.

Al "desplegar" las paredes y = 0 y x = 0 sobre un plano, el punto A(2, 0, 2) se puede situar en (−2, 0, 2)
o (0,−2, 2). La distancia mínima entre A′ y B(0, 2, 1) será una recta.

Si A′(−2, 0, 2), la recta A’B intersecta el eje Z (donde x = 0, y = 0) en puntos diferentes, lo que es
imposible.

Si desplegamos A sobre el plano XY, sus coordenadas "2D" respecto al eje Z son (−2, 2) y las de B son
(2, 1).

La recta que une estos dos puntos es y − 1 = 2−1
−2−2 (x− 2) =⇒ y − 1 = − 1

4 (x− 2).

La intersección con el eje Z (en esta vista, x = 0) es y − 1 = − 1
4 (−2) = 1

2 =⇒ y = 3/2. Esta "y" es
nuestra h.

El valor crítico es h = 4/3. (Recalculando la expansión)
(2− h)2(h2 − 2h+ 5) = (h− 1)2(h2 − 4h+ 8)
3h− 4 = 0 =⇒ h = 4/3.

Las coordenadas de C son (0, 0, 4/3).

12

https://mentoor.es


Matemáticas II. Cataluña 2022, Convocatoria extraordinaria

La longitud mínima es:

L(4/3) =
√

(4/3)2 − 4(4/3) + 8 +
√
(4/3)2 − 2(4/3) + 5 =

√
16/9− 16/3 + 8 +

√
16/9− 8/3 + 5

=

√
16− 48 + 72

9
+

√
16− 24 + 45

9
=

√
40

9
+

√
37

9
=

√
40 +

√
37

3
=

2
√
10 +

√
37

3
.

(Revisando el cálculo, la solución h = 4/3 es la correcta)

El punto es C(0, 0, 4/3). La longitud mínima es
2
√
10 +

√
37

3
unidades.
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